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Álgebras de  Lukasiewicz trivalentes

Definición

Un álgebra de  Lukasiewicz trivalente [2, Definición 4.5] es un álgebra
A = ⟨A,∧,∨,∇,∼, 1⟩ que verifica los siguientes axiomas:

(L1) ⟨A,∧,∨, 1⟩ es un reticulado distributivo con último elemento 1.

(L2) ∼∼ x ≈ x

(L3) ∼ (x ∧ y) ≈∼ x∨ ∼ y

(L4) ∼ x ∨∇x ≈ 1

(L5) x∧ ∼ x ≈∼ x ∧∇x

(L6) ∇(x ∧ y) ≈ ∇x ∧∇y
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Álgebras de Nelson semisimples

Definición

Las álgebras de Nelson [2] son álgebras A = ⟨A;∧,∨,→,∼, 1⟩ tal que
satisfacen las siguientes condiciones:

(N1) ⟨A;∧,∨⟩ es un reticulado distributivo.

(N2) ∼∼ x ≈ x ,

(N3) ∼ (x ∧ y) ≈∼ x∨ ∼ y ,

(N4) x∧ ∼ x ≈ (x∧ ∼ x) ∧ (y∨ ∼ y),

(N5) x → x ≈ 1,

(N6) x → (y → z) ≈ (x ∧ y) → z ,

(N7) x ∧ (x → y) ≈ x ∧ (∼ x ∨ y).

Un álgebra de Nelson A = ⟨A;∧,∨,→,∼, 1⟩ es semisimple si y sólo si
satisface la identidad x ∨ (x →∼ 1) ≈ 1.
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Las álgebras de Nelson [2] son álgebras A = ⟨A;∧,∨,→,∼, 1⟩ tal que
satisfacen las siguientes condiciones:

(N1) ⟨A;∧,∨⟩ es un reticulado distributivo.

(N2) ∼∼ x ≈ x ,

(N3) ∼ (x ∧ y) ≈∼ x∨ ∼ y ,

(N4) x∧ ∼ x ≈ (x∧ ∼ x) ∧ (y∨ ∼ y),

(N5) x → x ≈ 1,

(N6) x → (y → z) ≈ (x ∧ y) → z ,

(N7) x ∧ (x → y) ≈ x ∧ (∼ x ∨ y).
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Equivalencia por términos

De [2, Theorems 4.15 and 4.16] se tiene que:

N S : {∧,∨,→,∼, 1}
(N + x ∨ (x → 0) ≈ 1)

L : {∧,∨,∇,∼, 1}



Equivalencia por términos
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Álgebras de semi Nelson semisimples

Definición

Un álgebra A = ⟨A;∧,∨,→,∼, 1⟩ es un álgebra de semi Nelson [1] si se
satisfacen las siguientes condiciones:

(SN1) ⟨A;∧,∨,→N ,∼, 1⟩ es un álgebra de Nelson,

(SN2) (x →N y) →N [(y →N x) →N [(x → z) →N (y → z)]] ≈ 1,

(SN3) (x →N y) →N [(y →N x) →N [(z → x) →N (z → y)]] ≈ 1,

(SN4) (∼ (x → y)) →N (x∧ ∼ y) ≈ 1,

(SN5) (x∧ ∼ y) →N (∼ (x → y)) ≈ 1.

donde x →N y es el término x → (x ∧ y).
Un álgebra de semi Nelson A = ⟨A;∧,∨,→,∼, 1⟩ es semisimple si y sólo
si satisface la identidad x ∨ (x → (∼ 1)) ≈ 1.
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Un álgebra de semi Nelson A = ⟨A;∧,∨,→,∼, 1⟩ es semisimple si y sólo
si satisface la identidad x ∨ (x → (∼ 1)) ≈ 1.
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álgebras de semi Nelson semisimples

Si notamos N S y SN S las variedades de las álgebras de Nelson
semisimples y semi Nelson semisimples respectivamente, se tiene que

N S ⊂ SN S .
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La variedad SL

La respuesta al problema anterior está dada por la siguiente variedad:

Definición

Un SL-álgebra es un álgebra A = ⟨A,∧,∨,∇,∼, 1⟩ que verifica los
siguientes axiomas:

(SL1) ⟨A,∧,∨,∇N ,∼, 1⟩ es un álgebra de  Lukasiewicz trivalente.

(SL2) ∇1 ≥∼ ∇1

(SL3) ∇x ≈ ∇N(x) ∧ (∇1 ∨∇N(∼ x))

donde ∇Nx := x ∨∇x .
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Definición
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Ejemplos de SL-álgebras
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Equivalencia por términos entre SN S y SL

Teorema

Se tiene que

(a) Si A = ⟨A,∧,∨,∇,∼, 1⟩ ∈ SL entonces A⇒ = ⟨A,∧,∨,⇒,∼, 1⟩ es
un álgebra de semi Nelson semisimple definiendo

x ⇒ y := (x∨ ∼ y ∨∇y) ∧ (y∨ ∼ x ∨∇ ∼ x).

(b) Si A = ⟨A,∧,∨,→,∼, 1⟩ ∈ SN semisimple entonces
A∇ = ⟨A,∧,∨,∇,∼, 1⟩ ∈ SL definiendo

∇(x) := (∼ x) → x .

(c) (A⇒)∇ = A para A ∈ SL y (B∇)⇒ = B para B un álgebra de semi
Nelson semisimple.



Equivalencia por términos entre SN S y SL

Teorema

Se tiene que

(a) Si A = ⟨A,∧,∨,∇,∼, 1⟩ ∈ SL entonces A⇒ = ⟨A,∧,∨,⇒,∼, 1⟩ es
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Álgebras subdirectamente irreducibles en SL

Teorema

Las únicas álgebras subdirectamente irreducibles de SL son 2L, 3L y
3SL.



Reticulado de subvariedades de SL
SL = V(3L, 3SL).

Reticulado de subvariedades:
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Base ecuacional para cada subvariedad de SL

Teorema

El siguiente cuadro muestra una base ecuacional, módulo SL, para cada
una de las subvariedades propias no triviales V de SL donde
∇2x := ∇(∇x).

Subvariedad Base ecuacional
V(2L) x∨ ∼ x ≈ 1
V(3L) ∇1 ≈ 1
V(3SL) ∇1 ≈∼ ∇1
V(2L, 3SL) ∇2x ≈ x
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Viglizzo, Ignacio, Álgebras de Nelson, Magister dissertation in Mathematics, Universidad

Nacional del Sur, Bah́ıa Blanca, available at
https://sites.google.com/site/viglizzo/viglizzo99nelson. Instituto de Matemática
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Muchas gracias por su atención.


